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Cours - Séquence n® 13 - FONCTIONS (V) :

I-  PRIMITIVES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES y' = f

Définitions : » ,
1. Une équation différentielle est une équation ol Finconnue est une fonction et olt interviennent des dérivées

de cette fonction.

» C'est trouver toutes les fonctions qui sont solutions de cette équation.

On considére I'équation différentielle (E) 1y’ = 3y.
Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = e3* est une solution de (E).
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Définitic

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Dire que F est une primitive de f sur I signifie que F est dérivable sur I pour tout x € I, F'(x) = f(x).
Autrement dit, une primitive de la fonction f sur I est une solution de I'équation différentielley’ = f.

Exemple

On consideére la fonction f définie sur R par f (x) ='eX 12

La fonction F définie sur R par F(x) = '31*"21 ...... est une ....J ‘WV'* shue . de f sur R.

En effet, F&Ld@“bﬂfl%‘?‘cwﬁwc‘qydth‘\cyrc‘&“w‘?o(«\m—(\?.?ty"“ ¢ R

Ainsi F estune Q"*\W‘""“QJ)AW‘R ...................................................................................................... 5 ’(x.) :} (y
 Propriété (admise)

: “TI‘oute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

Propriétés

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f surl.

1) Pour tout réel k, la fonction G : x — F(x) + k estaussi une primitive de f surl

2) Toutes les primitives de f sur I sont les fonctions x — F (x) + k,ou k€ R
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1. Onditque deux primitives d'une méme fonction sur un intervalle différent d’une constante.
2. L'équation différentielle y' = f a pour solutions toutes les primitives de fsurl

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

11 existe une unique primitive G de f sur I vérifiant la condition G(x) = y,, ol x et Yo sont des réels donnés.

P

strati

f est continue sur I, donc, d’apreés la propriété précédente, toutes les primitives de f sur I sont les fonctions G
définies sur I par G(x) = F(x) + k ou F est une primitive de fsurletk € R.
Or, G(xo) = yo = F(xp) + k =y, :
G(xo) = yo & k = yo— F(x,) '

Donc G est définie sur I par G(x) = F(x) + y, — F(x,) ce qui définit la fonction G de fagon unique.

Vérifier que la fonction H définie sur R par H(x) = (x — 1)e* est une solution de I'équation différentielle y’ = xe*.
Soit h la fonction définie sur R par h(x) = xe*. :
En déduire toutes les primitives de h sur R, puis la primitive de h qui vaut -2 en 0.

----------------------------------------------------------------------------
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[I- FORMULAIRE DE PRIMITIVES

Tle Spécialité Mathématiques — 2025/2026

Fonction f

Les primitives F

Intervalle(s) de
validité

fx)=k (k € R, constant)

F=R x4 ¢ ce®

R

f)=x F()= 5= 2 +C ceR R
f)=+ FO)= 5 % 4G, CeR R
fix)=x" (neN¥) F(x) =£;,”‘m+ ¢ CemR iR
1 4
f =y FO=Ou(M g cer| R4
1 ‘ 4 g AN \'ﬁt
=3 F=~% *GCeR|, . ni
=l= i N >2 F _ﬂ ,L"V\*i : l A R ﬂli
fx)=Z=x" (neNavecn=2) GiT=, +Cefan. R%
fx)= -\;; F(x)="V3c4C, ceiR ‘“\3\“;_
fix)=e* Fo)= € +C ce R R
Ax) = sin(x) o= - cost TN R
fx) = cos(x) F(x) = Sin (%) + c_ce® R

Fonction f

Une primitive F

Condition supplémentaire

f=utv

F=U + V (U etV primitives de u et v sur )

f = a.u (ae R, constante)

F = .U (U primitive de u surI)

/

a F Gile) vx € Lu() > 0
u
‘ u _;i vx € Lu(x) #0
v ‘ vx€Lu(x) >0
f=%= F=2 V& sl
Vu .
4 .
f=uxu" meZ\{=1,0}) E= :f—‘\.«f‘** Sin< -2,Vx € Lu(x) # 0

f = u'sin (w) F= - cos(w) /
f =ucos (u) F= Scn (&)
f=u xek F= e 4
o) Sl u dérivable sur I, “a valeurs” dans |

et v dérivable sur ]
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Exemple 1 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x* — 5x + 1. Déterminer les primitives de f sur R.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

m Soit g la fonction définie sur R** par g(x) = e + ‘Z_c = +sin-Bx+1).

Déterminer les primitives de g sur R** .

.................................................................................
.............................................................................................................................................................................................

..............................................................................................................................................................................................

Eggmp_lg_B Soit A la fonction déﬁnie_sur Rpar h(x) = (e* — x)(e* - 1).
'Déterminer la primitive de H de h sur R telle que H(0) = 3.
"‘““M‘\M*Awn e Mol o niibin Mine Bes o 0 & - g
‘e R ROY= (=) r-x) . e s e
W Ug Y
Mo IR Hm = Cc‘)ﬂa BeR o
(6% Nco) 3 bs——(c ©) " ¢+R =3
=y +R =3 |
....................................é':..). ..... -.;.. ..S....._........, ............................ DT TS o B R G USRS S e
g@w. oo (R H()e) 3—(& *'7‘) *i’—-— : '

M Soit j la fonction définie sur R par j(x) = (x - -;-)e"2 Bl

Déterminer la primitive de j sur R qui s’annule en 0.

S S e L U S S
....................................................................................................................................................................................................
...........................................................................................................................................................................................
...................................................................................................................................................................................................
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&gmp_g_ Soit k la fonction définie sur R** par k(x) = (—2’1:—21—); Déterminer les primitives de k sur R** .

h (A" CGWL“"W A, ,&+ .C[C.Vrt '4@‘ ‘*d"‘Q° ‘leﬂ QM%J v, !< e, (&&

,'7—L+1

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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------------------------------------------------------------------------------

Exemple 7 Soit m la fonction définie sur
- : e 3
- Déterminer les primitives dem sur | — o ; = [ :
0 3
: ~_le'\ _GJ' - (,Wg‘!\vr. A4 1 J( 7,[ d@\,c o 0\(((/\4/1 dé. (\J\\’V\' w«.:._r\ua 2[
-2
c Mo eN-£ L x) === X % =S ~
................................... .'..................?:*..‘::.C... ...1..3,7 I i

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Ill- EQUATIONS DIFFERENTIELLES y' = ay + b Ul

est appelée équation différentielle
linéaire du 1¢r ordre a coefficients
constants sans 2rd membre

lution de I’ ti ‘e — L (ou homogene).

Soit a un nombre réel non nul.

Les solutions de I'équation différentielle y' = ay sont les fonctions déﬁnies sur R de la forme
‘x > ke, ot k est une constante réelle:

Démon. jon*

= (<=)Soit k un nombre réel et f; la fonction définie sur R par fi (x) = ke®*.
On va montrer que la fonction f;, ainsi définie est bien solution de
I'équation différentielle y’ = ay.
fr estdérivable sur R comme produit de fonctions derlvables sur R.
Vx ER, fi.'(x)-= kae®* =a x fi.(x).
Donc f;, est bien solution de I'équation différentielle y’ = ay. -

= (=) Réciproquement, on va montrer que si f est une solution sur Rde y' = ay, alors f(x) = ke®.
Soit f une solution sur R de y’ = ay et g la fonction définie sur R par g(x) = f(x)e™%*.
g estdérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R.
Vx €R, g’'(x) = f'(x) X e + f(x) X (—ae~%); soit g’ (x) = (f'(x) — af (x)) x e~ %,
Or, comme la fonction f est une solution de y’ = ay, alors f'(x) = af(x). Donc VXER,g'(x) =0.
Par conséquent, la fonction g est constante sur R et on peut noter k la valeur de cette constante.
DoncVx € R, g(x) = k et doncVx € R, f(x) = ke™

On peut conclure que les solutions de y = ay sont les fonctions définies sur R de la forme x +— ke®*,aveck € R.

A : \ ‘ A k :
. __Casa>0 / : ‘Casa<0 \ k>0 (g~ X
; (ej‘) k>0 : \ "'uoru LC . )
7] J .
& \\ k<0 , / k<o tgpel-e?)
Exemple 1 Résoudre l'équatién'différentielle E):y' =2y.

Ao adekion. & fb)ac. b Lardiern L& M««\R\{W«Op(?,jk”
by Yo g deviom & () gent O }mkw deforcen sse R AERRE . KeR

Y

| type (- e

................................................................................................................................................................................................

- Page 6 -

Saint Joseph du Loguidy Ia Salle



/——————mfﬁ'w' e e
/

/ Cours - Séquence n° 13 - Fonctions (V) : Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026
7
Exemple 2 Résoudre I'équation différentielle (E) : 2y’ + 3y = 0, puis déterminer la solution f telle que f(4) = 1.

(5)(_:)‘. 2 4 -33

................................................................................................................................................................
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
................................................................................................................................................................................................
.................................................

--------------------------------------------------------------------------------

‘y'=ay+beoy' —ay=bhb
est appelée équation différentielle
linéaire du 1er ordre a coefficients

: ; . > : constants avec 2nd membre.
été : résol i 0! érentielley’ = ay+ b -

Soit a et b deux nombres réels non nuls.

Les solutions de I'équation différentielle y' = ay + b sontles fonctions définies sur R de la forme

x +— ke™ —-;,oﬁkostuneconstanteréelle.

Démonstration

=  On détermine d'abord une fonction constante g solution particuliére de (E) vy =ay+h
g étant une fonction constante, elle est dérivable sur R et Vx € R, g'(x) =0.
g est solution de (E)e=VxeR g'(x) =ag(x) +b
g estsolutionde (E) & Vx€R 0 = ag(x)+b

g est solution de E)yeVvxeR gx)= —-I-’—

Donc la fonction constante g définie sur R par g(x) = ——% est une solution particuliére de (E). -

=  Soit f une fonction définie et dérivable sur R.
f estsolution de (E) & Vx €ER ff(x)=af(x)+b
f est solution de (E) & Vx €ER fix) =g (x) = af(x) — ag(x), car g est une solution de (E)
f estsolutionde (E) & VxER (f - 9)'(x) = a(f — 9)(x)
f est solutionde (E) & Vx€R f —gest solution de I'équation différentielle y’ = ay
f estsolutionde (E) © Vx ER, (f — g)(x) = ke®,aveck € R
f estsolutionde (E) <> Vx ER, f (x) = ke®™ + g(x) ,aveck € R

f est solution de (E) & Vx € R, fx) = ke** — E,avec keR

Donc les solutions de y' = ay + b sont les fonctions définies sur R de la forme x +— ke®* — %, avec k € R.

-Page7-
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Résoudre sur R I'équation différentielle 2y’ + 3y = 6, et déterminer la solution dont la courbe passe par le point A(0 ; 3).

Etapes

Mise en ceuvre pour résoudre I'équation différentielle

1. Onse raméne a une équation

différentielle de la forme
y' =ay+b.

Soit (E) : gy' +3y=6
(B)=2p.= 73948
Bop = 3243

2. On détermine une solution

particuliére constante.

2.8 Mé’ut.w de (El<~> e (-m} \x) - -—)<>)+3 (1}

=y o-,g(wrs
RS e i

% P (g,

3. On détermine les solutions de

I'équation homogeéne y' = ay.

xft oé'«—‘—owm .,(( lZ c?\»c-"’u«w Q@'y-yyae__ﬂ. =.. __ 4&!”" ?e‘
fgowL Srn Mjmzm. R x > Re‘ Q e R

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

4. On déduit les solutions de

I’équation initiale

: fi el ovn de (6) o dey J&W"»wxl‘&jw aue R, o

Sz "1& Vaala e
JWQ'*LM@

la condition demandée.

( : 5. On déduit la fonction vériﬁant)

L) ‘)C'A c‘lﬂ/\v‘ Qﬁ\r ﬂ\gm(rdt

.......................................................

CZ)C )Re +2=3
('z)u,J ad-'h-'i

.......................................................................................................................
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Soita un nbmbre réel non nul et f une fonction définie sur R.

Les solutions de I'équation différentielle y' = ay + f sont les fonctions définies sur R de la forme
x — ke™ + g/, ol k est une constante réelle et g est une solution particuliére de I'équation différentielle.

77

Démonstration

=  Soit g une fonction définie et dérivable sur R solution particuliére de (E) : y' = ay + f.
=  Soit h une fonction définie et dérivable sur R.
h est solution de (E) & Vx € R h'(x) = ah(x) + f(x) ;
h est solution de (E) & Vx € R h'(x) — g'(x) = ah(x) — ag(x), car g est une solution de (E)
hest solutionde (E) @ Vx€R (h—g)'(x) =ath—g)(x) :
h estsolutionde (E) & Vx € R h — g est solution de I'équation différentielle y' = ay
h est solutionde (E) & Vx € R, (h — g)(x) =ke®*,aveck € R
h est solution de (E) & Vx € R, h(x) = ke®* + g(x) ,aveck € R

Donc les solutions de y' = ay + f sont les fonctions définies sur R de la forme x — ke®* + g(x),aveck € R
et g une solution particuliére de I'équation différentielle. :

On souhaite résoudre sur R I'équation différentielle (E) : y' = 2y + x2.

1. Démontrer que la fonction g définie sur R par g(x) = — %xz = %x = i est solution particuliere de (E).

maessasasatdasacsansseasiescacNsEeInANaAte senanaRRsRRReE
................................................................................................................................................................................
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